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单变量微积分笔记8——最值问题和相关变率

寻找最值
　　在上篇文章曲线构图中，我们可以非常容易地从图上找到函数的最值

点。想要求得一个函数的最值点，自然会联想到通过构图寻找，但是构图并

不是一个轻松的过程。观察最值点在函数曲线上的位置，可以得出结论：最

值点可能存在于临界点、无限远端或驻点。因此仅需要知道这几个点便可以

知道函数的最值点。

正方形的最大面积之和

　　很多情况下最值问题会以文字叙述的形式出现，下面是一个典型的例

子：

　　将一段长为1米的绳子剪成两段，每段围成一个正方形，这两个正方形

的最大面积之和是多少？

　　利用初等代数知识，设其中一段绳长为x米，则另一段是1-x，隐含约束

是0 < x < 1

　　两个正方形的面积之和S = (x/4)2 + ((1 – x)/4)2 = (2x2 – 2x + 1)/16

　　边界值：当x→0+, S → 1/16； x→1-, s → 1/16

　　开始寻找驻点。

　　唯一驻点x0 = 1/2，驻点值S(x0) = 1/32

　　由于知道S是一个抛物线，所以可以确定驻点值就是最小值；最大值应

当在抛物线两端，根据x的定义域，S的极限值是1/16，结合实际就是：其

中一段绳子越短，两个正方形的面积之和最大。

盒子的最小表面积

　　固定容积的无顶盖的盒子，盒子底部是正方形，使其表面积最小是多

少？
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　　如上图所示，设盒子的底边x，高为y，则体积V = x2y，表面积S = x2

+ 4xy

　　由于体积固定，将y用x表示，y=V/x2，S = x2 + 4V/x

　　这里含的条件是 0 < x < +∞，当x→0+, S → +∞； x→+∞,  S → +∞

　　边界值没有指望了，寻求驻点：

　　有唯一驻点：

　　表面积的最小值就是3×21/3V2/3

　　这个表达式太长了。我们注意到在驻点x和y是跟体积有关的定值：

　　这就是答案，当x/y=2时，表面积最小。

 

　　解法2，使用隐函数微分法

　　V = x2y， S = x2 + 4xy

最短时间

　　一辆汽车从小路上的某一点开往高速路尽头的工厂，汽车在小路上和高

速的速度是30和60。假设小路上处处可走，且能够随意进入高速，如果汽

车要在最短时间内到达工厂，应该从哪里进入高速？
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　　首先将其转化成数学模型：

　　高速路段BE的长度是b，汽车从C点进入高速，问题转换为求最佳的x。

A到E的总时间：

　　当t’ = 0时，耗时最短，此时a2 = 3x2，所以x = 3-1/2a耗时最短。

　　然而这并不是全部答案，如果x > b，那么直接走直线就是最短的耗

时。

相关变率
　　相关变率是微积分在实际问题中的一类应用，求解的是变化率问题，通

常很有趣。在求解最小表面积时，我们最后使用了隐函数微分法求解，使答

案直指目标，在相关变率问题中，继续尝试隐函数微分法。

汽车测速

　　路段的限速为100km/h，交警手持测速设备在距公路垂直距离为30米

的地方对过往车辆测速。一辆汽车在该公路上行驶，测速设备探得该汽车现

距离交警50米，以80km/h的速度接近交警，该车是否正在超速行驶？

　　根据题目可以得到下面的模型：

2. Re:线性代数笔记10——矩阵的LU分解
写的很好，不过LU 分解的前提是错的，
LU分解只需要第三个条件，如果允许行
置换就是下面写到的PLU，可以分解所有
矩阵

--wiki3D
3. Re:单变量微积分笔记20——三角替换
1（sin和cos）
很nice

--尹保棕
4. Re:线性代数笔记24——微分方程和
exp(At)
有些图片挂了呢

--ccchendada
5. Re:寻找“最好”（2）——欧拉-拉格
朗日方程
提个issue，最速降线中

$ v = {2gh}^{1/2}$ 与配图不一致，建议
以起点为原点，向右伸出x轴，向下伸出y
轴建立座标系

--trustInU
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　　直角三角形的三边都是已知的，一个隐藏的因素是时间t，随着时间的

变化，D和x都将发生变化。汽车对于交警的速度相当于距离D对于时间t的

导数，汽车在公路上的速度相当于x对于t的导数。可使用隐函数微分法求

解：

　　汽车未超速。

水平面上升速度

　　圆锥体的底面半径为4m，高为10m，以2m3/sec的速度向圆锥体注

水，在高5m处，水平面上升的速度是多少？

　　首先将题目进行一次转换，将水深5m的图形画出来，但是再次使用圆

锥体已经没有多大意义，只需要圆锥的横截面即可。由此可以把图形转化为

直角三角形：
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　　一个已知条件是注水速度，速度相当于水量对于时间的导数，要求解的

是水平面高度对于时间的导数。

　　r和h已知，r=2h/5，利用体积公式，通过隐函数微分法：

　　答案是(1/2π)m/sec

悬挂模型

　　有一根固定长度的绳子，绳上穿有一个可移动的重物。把绳子两端固

定，重物将自然下垂，问题是，重物下垂点是什么？

　　题目中有两个隐含的常量，绳长和两个端点的位置。这很明显要用到椭

圆的知识，当绳子两端都在水平面上时，可以得到下面的几何模型：

 

　　△ACB是等腰三角形，AB和AC已知，很容易知道C的位置。

　　然而实际问题往往不这么简单，AB通常不在水平面上，我们将得到一

个倾斜的椭圆：
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　　这下有点难度了。

　　如果我们把椭圆想象成一个密闭的容器，C点看作一个小钢珠，那么无

论怎样倾斜这个椭圆，小钢珠都将滑落到椭圆的最低点，也就是切线为0的

点。

　　现在设C点的坐标为(x, y)，C就是椭圆曲线的驻点，约束公式是椭圆曲

线的公式，我们又可以使用隐函数微分法了。

　　这似乎没有问题，但实际操作时会发现，由于椭圆是倾斜的，我们不得

不引入一些其他变量，这使得该方法异常麻烦，以至于一开始就放弃了。必

须想办法把约束公式转换为更简单的模型：

　　如上图所示，引几条辅助线，形成两个直角三角形，并且PC⊥切线。

设A点的坐标是(0,0)，B点坐标为(a,b)，由此可知P和Q的坐标分别是(x,b)，

(x,0)，QA=x，QC=-y，PC=b-y，PB=a-x；设绳长为L，于是约束公式变

成了：

　　可以使用隐函数微分法了，此处分开计算。
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　　1)         设u=x2+y2，根据链式求导法则：

 

　　2)         设u=(a-x)2+(b-y)2，根据链式求导法则：

 

　　1)和2)的求导都反复使用了链式求导法则。

　　3)         结合约束公式：

　　看上去很复杂，但是由于C点是驻点，所以y’=0，代入上式后：

 

　　这就是答案了，它展示了xy与ab的关系，但是太过复杂，严重怀疑在

实际应用中是否有价值。

　　代数上太复杂了，可以看看它的几何意义。
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　　如果把等式代入上图，那么得到下面的结果：

　　这就是有意义的结果了。
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